MATEMATICA 14 Gennaio 2022, PROVA INTERMEDIA

Tempo a disposizione 1 ora

1. Data la funzione

f(x):{(“!;—_l)a sexz >0

2
9#+e”  ge x <0,

determina i valori del parametro a € R tali che f sia continua su R.

2. Data la funzione f(z) = 3\/%, determinare

o domf;

e domf’ e verificare che f & strettamente crescente nel suo dominio;
£1(0);

limg_,4o f(z) e stabilire se ammette aventuali asintoti obliqui a +o0;
e Imf.

3. Calcolare I'insieme delle primitive della funzione f(z) = ‘5%“—@.

SECONDA PARTE:

4. Date f, g, funzioni infinitesime per £ — zy, dare la definizione di f = o(g) per * — . Per
quali o € R la funzione f(x) = (sinz)* & o(g) per z — 0, dove g(z) = 237

5. Rispondere, motivando la risposta, alle seguenti domande.
e Dire se la seguente affermazione & vera o falsa: sia f : domf — R, 29 € domf. Allora f &
continua in zg se e solo lim;_,q, f(z) = f(zo).
e Una funzione continua in un punto del suo dominio & sempre derivabile in tale punto?
e Un punto di massimo o minimo per una funzione & un punto stazionario?
6. Dare la definizione di primitiva di una funzione f. Enunciare e dimostrare il primo teorema
fondamentale del calcolo. Sapresti indicare un insieme di funzioni che ammettono sempre una

primitiva?
Fornire un esempio di una funzione non integrabile secondo Riemann, motivando.
]




14 gennaio 2022

MATEMATICA (BIOTECNOLOGIE): Prova intermedia a.a. 2021-22
(compito fatto in versione telematica)

RISULTATI

e Esercizio 1: L’unico punto che da problemi ¢ z = 0. Essendo z = 0 un
punto d’accumulazione per il dominio della funzione studio la continuita
usando il limite. Occorre che:

lim f(z) = f(0).

z—0

2

Si ha f(0) = 9°*%°|,_o = 9% e

lim f(z) = lim 9°+%° = 9%,

rz—0— z—0—
e —1\*° e —1 \*
li =1l = 1 3] =3%
Jim f(z) zfsa( = ) w:%a( 3 )

Occorre che
97 =32 3% =3 522 =0 a(2a—1)=0a=0,a=1/2
Dunque, per a = 0 e a = 1/2 la funzione f risulta continua su tutto R.
e Ksercizio 2:
1 domf={xeR :z >0}

2 Con le regole di calcolo delle derivate si ha:

(VE+)-(VE-Dgs 1
(Vz +1)?  Va(VE+ )Y

da cui domf' = {x € R : z > 0}. Inoltre, per z > 0 si ha
f'(z) > 0, dunque f & strettamente crescente.

]
['(z) = 22



3 Si ha con la definizione di derivata destra:

ORV ORI

h—»O+ h h—0+t h

. 2vh i 2

=0t h(vVh+1) k=0t VR(vh + 1)
(oppure, poiche esiste il lim, o+ f'(x), si pud anche trovare la
derivata destra facendo: f(0) = lim, o+ f'(z) = +00).

4
=1
zgriloof(w) —hmm—>+oo£+1 =1,

Dunque la retta y = 1 & asintoto orizzontale destro a +occ. Non
ci sono asintoti obliqui.

5 Osservo che f(0) = —1, allora Imf = [—1,1).

f1(0) =

e Esercizio 3: L'insieme delle primitive ¢ dato da (integrando per parti,

scegliendo f'(z) = 2 dacui f(z) = —1 e g(z) = arctanz da cui ¢'(z) =
)
arctanz 1 1
/ Lr(x%;n Yy = (per parti) = — arctan z + / —x(l n x2)da:.

Uso il metodo dei fratti semplici per determinare I'integrale a secondo
membro:
1 __ A4 Be+C_ (A+B)z*+Cz+ A
r(l+z2) = a?+1 z(z? 4+ 1)

dacui A=1,B=-1,C =0. Dunque

/ T+a2)" / d”’_/

Dunque:

I
dx = log |z| — 510g|3t:2 + 1] +c

ctan | 1
/ AT g = —= arctana + log|z| — = log|z® + 1] +c.
x? z 2

Domande di teoria



5 Occorre trovare « tale che lim,_, i“‘";—;‘]“ = 0. Usando Taylor si ha

. (sinz)* R A . _
hm( ) =lim= =limz*®=0& o> 3.
z—0 T z—0 x—0

6 Falso Falso Falso



MATEMATICA 7 febbraio 2022, 1 appello a.a. 2021-22

Tempo a disposizione 1 ora

1. Determinare per quali valori di « il limite

. \/1 + log(1 + z) — ve*
lim ;
2507 22 (e — cos x)

NON sia finito.

2. Data la funzione f(z) = logx — log(z? + 2), determinare

domf;

limy 1o f(x) e dire se ammette asintoti orizzontali destri.

limg g+ f(CL‘),

Calcolare la derivata prima f'(z) e dire se il punto £ = 1 & stazionario per f.

Calcolare la retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa z = 1.

1

3. Calcolare l'insieme delle primitive della funzione f(z) = 13-

SECONDA PARTE:

4. Sia f : R — R. Dare la definizione di lim;_, _, f(z) = 400 e darne un’interpretazione geome-

trica. Calcolare, se esiste, sup f.

5. Rispondere, motivando la risposta, alle seguenti domande.

6. Dare la definizione di media integrale. Enunciare e dimostrare il teorema della media e darne

Dire se la seguente affermazione & vera o falsa: sia f : [a,b] = R, (a,b € R con a < b)

continua in [a,b]. Allora f & limitata in [a, b].

Dire se la seguente affermazione & vera o falsa: sia f : [a,b] = R, (a,b € R con a < b)
continua in [a,b] tale che f(a)f(b) < 0. Allora esiste uno e un solo ¢ €|a,b| tale che

fle)=0.

Dire se la seguente affermazione ¢ vera o falsa: sia f : [a,b] = R, (a,b € R con a < b)

continua in [a,b] e derivabile in |a,b[. Allora esiste ¢ €]a, b| tale che f'(c) = 0.

un’interpretazione geometrica.




7 febbraio 2022

MATEMATICA (BIOTECNOLOGIE): 1 appello a.a. 2021-22 (compito
fatto in versione telematica)

RISULTATI

e Esercizio 1: Razionalizzo e si ha

- V1+log(l+a) —ver . 1+log(l+z)—€® B
20+ z?*(e* — cos ) z—0% (1/1 + log(1 + z) + Ve®)x2*(e® — cosx)
. 14+log(l+z)—e®
lim :
z—0+  222%(e* — cos 1)

Uso gli sviluppi di Taylor per il numeratore (N) e il denominatore (D):
il numeratore diventa

2

2
N = 1+log(l4z)—€® = l+(a:—%+o(m2))—(1+m+%+o(x2)) = —z’+0(z?),

mentre il denominatore
x? x?
D = 22°*(e® — cosz) = 2z <(1 +z+ 5 1 o(z®)) — (1 — 5+ 0(1:2))) =
= 22°(z + 2% + o(z?)) = 22°*(z + o(z)) = 227! + o(x).

Da cui
—g2 . 1

lim — = lim = lim ——
e—0+t D zoo+ 2p2atl g0+ Qg2a-l

esiste NON finito se e solo se 2o — 1 > 0 ossia o > %

e Esercizio 2:

1 domf={z€eR :z >0}

2 limg 400 f(z) = limg 400 log ;%5 = —oo. Non esitono asintoti
orizzontali a 4+o00.

3 lim, o+ f(z) = limg o+ log %5 = —o0



4 fl(x)=1— 2+2,Vw >0. Inz=1siha f'(1)=1-2/3=1/3 # 0,
dunque z = 1 non & un punto stazionario.
5 l'equazione della retta tangente al grafico di f in un punto z &
data da
y — f(zo) = f'(0)(z — ).
Sostituendo, 2o = 1, f(1) =logl —log3 = —log3 e f'(1) =1/3,
si ha
y=1/3(x — 1) — log 3.

e Esercizio 3: Integro usando la sostituzione: €** = t da cui differen-
ziando ambo i membri si ha
3e¥dr = dt do = ——dt = ~at
- C 3e¥ 3t

L’integrale diventa:

1 1 1
/1+e3wdm_ §/ e

Uso il metodo dei fratti semplici per determinare I'integrale a secondo
membro:

ll A +B At+ B+ Bt
A+6t t+1 t(t + 1)
da cui A = —1,B = 1. Dunque

%/(1 (/ Sdt— /H—ldt) 5(logt] —log|t + 1) + ¢

3(loge —log(e*® + 1)) + ;(3310 —log(e** + 1)) +

Domande di teoria
5 sup f = 4o0.

6 Vero (conseguenza del teorema di Weiestrass) Falso (in generale il punto
puo non essere unico) Falso (esempio y = z in [0, 1]).



MATEMATICA 23 febbraio 2022, 2 appello a.a. 2021-22

Tempo a disposizione 1 ora

1. Calcolare il limite

1
lim (sin(xQ)) log(x2)
z—0

2. Data la funzione

2 -1 selz|>1,

f(:v):{x+1 se |z| <1

determinare

e domf;

e segno di f;

e Determinare se f & continua nel suo dominio e classificare gli eventuali punti di disconti-
nuita;

e Determinare I'insieme in cui f & derivabile e classificare gli eventuali punti di non deri-
vabilita,

e Calcolare I'insieme Imf

e Dire se la funzione ristretta all’intervallo [—3, 3] & integrabile secondo Riemann, motivando
la risposta.

3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy +ysinz =sinz
y(3) =5

SECONDA PARTE:

4. Sia f : R — R. Dare la definizione di lim,_, o f(z) = —00 e darne un’interpretazione geome-
trica. Dire se 'immagine di f & limitata inferiormente.

5. Enunciare e dimostrare il Teorema di Fermat.
Data una funzione f :]a,b[— R derivabile in ]a, b[ dire se la seguente implicazione & vera o falsa
motivando la risposta:

To €]a,b[ punto stazionario di f = xg €]a, b[ punto di estremo per f

6. Dare la definizione di somma inferiore e superiore. Enunciare il teorema che da una condizione
necessaria e sufficiente per I'integrabilith secondo Riemann e darne un’interpretazione geome-
trica. Dare un esempio esplicito di una funzione integrabile secondo Riemann sull’intervallo
[—2, 2] che abbia integrale uguale a zero, motivando la risposta.




23 febbraio 2022

MATEMATICA (BIOTECNOLOGIE): 2 appello a.a. 2021-22 (compito
fatto in versione telematica)

RISULTATI

e Esercizio 1: Passo alla forma esponenziale e uso Taylor ricordando che

sint =t+o(t) per t — 0

1 1 . 2
: : Teats . = log(sin
hm(s1n(x2))losth: = lim eoe=) ( ) _
z—0 z—0
1 2 1
lim e%os@ 98 _ |im ezeami2loe@ _
z—0 z—0

e Esercizio 2:

1 domf =R;
2 f(z) > 0 nel suo dominio.

3 La funzione & una funzione definita a pezzi: & la rettay =z + 1
nellintervallo [—1,1] e i due archi della parabola y = 22 — 1 per
z < —1 ez > 1. Gl unici punti del dominio che potrebbero
dare problemi per la continuita sono i punti di raccordo z = =£1.
Disegnando il grafico di f si vede immediatamente che z =1 & un
punto di discontinuita di tipo salto (oppure con i limiti dx e sx
essendo un punto d’accumulazione del dominio:

f) =z + 1= =2,
. _ . — . — . 2_ —
s fE = fpeti=2 lp @)= -1=0

i limiti sono diversi, dunque non esiste il limite, ma sono entrambi
finiti, dunque & un punto di salto).
Invece, x = —1 & un punto di continuita della funzione (si pud



anche determinare, essendo punto d’accumulazione del dominio,
facendo i limiti dx e sx: si ha f(—1) =22 —1|,-_1 =0e

lim f(z)= lim 2°~1=0= lim f(z)= lim z-+1,

z——1— z——1" z——1+ z——1*

dunque,
Jim f(z) = f(-1)
e quindi f € continua in x = —1).
L’insieme di continuita & dunque [ = R\ {1}.

4 In z = 1 la funzione non & continua, dunque non & derivabile in
tale punto.
Il punto z = —1 & un punto di continuia per f in cui esistono
le derivate destra e sinistra e sono entrambe finite, dunque & un
punto angoloso (ne basta una finita). Infatti

fla) = {1 se |z| <1

2z se|z| > 1.

Si ha
(=)= lim f'(z)= lim 2z=—2

Tz——1" r——1—

fi(-1)= lim f'(z)= lim 1=1.

z—>—1% r——1"
L’insieme di derivabilita per f & J =R\ {%1}.
5 Imf = [0, +00).

6 La funzione e continua a tratti, dunque & integrabile secondo Rie-
mann nell’intervallo [—3, 3].

e Esercizio 3: L’equazione differenziale & del tipo
Yy + a(z)y = b(z)

ossia ¢ una equazione differenziale lineare del primo ordine a coefficienti
continui, la cui soluzione generale ¢ data da

y(z) = e 4@ <c+ / eA(z)b(x)dac>



dove A(z) = [ a(z)dz. In questo caso:
Az) = /sinwdw = —cosz + ¢
da cui
y(z) = e**® (c + /e_c°s“’ sinz dx) =% (c+ e 7).

La soluzione del problema di Cauchy si ottiene determinando il valore
della costante ¢ in modo che sia soddisfatta anche la condizione iniziale

y(5) =5

y(g)=5®5=e°(c+e°)@5=c+1@c:4_

La soluzione del problema di Cauchy & data quindi da

y(z) = 4e°** + 1.

Domande di teoria

4 Sihainf f = —o0, dunque I'immagine di f non & limitata inferiormente.

5 Falso, ad esempio y = z3 ha in 2 = 0 un punto stazionario che non &
di estremo relativo essendo un punto di flesso.

6 Basta considerare una funzione continua sull’intervallo che sia dispari.

Per esempio f(z) = .



MATEMATICA 13 aprile 2022, 3 appello a.a. 2021-22

Tempo a disposizione 1 ora

1. Calcolare il limite

lim (w)_m
T—400

2. Determinare per quali valori di k& € R la funzione:

0 sex <0
f(x)z{sinz
Tk

sex >0,

¢ continua su tutto R. Per gli altri valori di & classificare il punto z¢ = 0.

3. Determinare la soluzione y(z) del problema di Cauchy

y/ e wemz—l
y(1)=1.

e scrivere il polinomio di Taylor di grado 2 centrato in z = 1 della soluzione y(z).

SECONDA PARTE:

4. Sia f : A € R — R. Dare la definizione di limg_,z, f(z) = L (caso zg,L € R) e darne
un'’interpretazione geometrica. Enunciare e dimostrare il teorema dell’unicita del limite.

5. Enunciare e dimostrare il Teorema di Lagrange e darne un’interpretazione geometrica.

6. Sia f : [a,b] — R una funzione due volte derivabile. Dire se le seguenti affermazioni sono vere
o false motivando la risposta:
o f'(z) >0Vz € (a,b) = fe&convessa in [a,b].
° 29 € (a,b) : f"(z0)=0 = 0 & punto di flesso.
e f é continua in [a, b].
e Sia A(z) = [7 f(t) dt la funzione integrale di f. Allora A & una primitiva di f.




13 aprile 2022

MATEMATICA (BIOTECNOLOGIE): 3 appello a.a. 2021-22 (compito
fatto in versione telematica)

RISULTATI

e Lsercizio 1: Passo alla forma esponenziale:

: —e ; —ologiE L
lim gz Teeli+#l = lim e fslliz) = ¢ ,
r—+00 T—+00

_logs

log(1-+a) "
Studio il limite dell’esponente: ¢’ una forma indeterminata o. Risolvo
I'indeterminazione usando il teorema di de I’'Hopital:

dove L = limg

I . log
= lim ——=2— _ —
T—+00 ]0g(1 + _»;;)
1 —(z+1
T—+00 1/(1 + CL‘) z—+00 T
Da cui si ottiene che
lim -0 = lim ey b el b
T—+00 T—+00 e

e Bsercizio 2: L’unico punto che pud dare problemi per la continuita & il
punto zg = 0 che risulta un punto d’accumulazione per il dominio della
funzione che & tutto R. Studio la continuita con il limite.

ml_i}r(r){ flz)=0=f(0)= mli)f(l){r Sl;lkx - mli)r(r)1+ % = zlir(rJl+ 2'* =0 seesolose k< 1.
Se k=1, si ha
sinzx

lim f(z) = lim =1

-0+ z—0t T



dunque zy = 0 & punto di salto.

Se k> 1, si ha
: . sinz : _
im f(z) = lim —= = lim — = lim "% = 400
z—07t z—0t T z—0t+ T =0t

dunque o = 0 e punto di infinito (ricorda: per avere un punto di
infinito basta che almeno uno fra il limite dx o sx sia finito).
Conclusione:

— per k < 1, si ha f € CO(R);

— per k=1,si ha f € C°(R\ {0}) e 2o = 0 punto di salto;

— per k> 1,siha f € COR\ {0}) e o = 0 punto di infinito.
Esercizio 3: L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili. Per ot-

tenere la soluzione y(x) basta integrare rispetto a x ambo i membri.
La soluzione generale dell’equazione differenziale & data da :

1

y(z) = /ﬂve“”z_1 dr = :

con c costante arbitraria. Determino ¢ usando la condizione iniziale del
problema di Cauchy:

2_
e 1+C

1 1
y(l):1®§eo+c:1®c:§,

da cui
221 . 1

y(z) = 7€  t3

Calcolo il polinomio di Taylor di grado 2 centrato in 2o = 1. Ricordiamo
che per definizione il polinomio di Taylor p(z) & dato da

%(l)(x - 1)%

p(z) =y(1) +y/(1)(z - 1) +
Abbiamo y(1) =1,
y(z)=ze” ! = y(1)=1 =1,
y'(z) = '+ ze®1(22) = Y ()=e"+1%2=1+2=3
da cui

y'()

p(e) = Y+ ()a-D+ 5 @1 = Lo 145 (01 = 45 (a-1)%,



Domande di teoria

6 VERO;
FALSO (basta considerare f(z) = z*, zo = 0 € un punto in cui si
annulla la derivata seconda ma non e’ di flesso, ¢’ di minimo assoluto);
VEROQO (f e’ derivabile due volte, dunque e’ derivabile e dunque con-
tinua);
VERO (¢’ il primo teorema fondamentale del calcolo).



MATEMATICA 27 giugno 2022, 4 appello a.a. 2021-22

Tempo a disposizione 1 ora

1. Sia a € R. Calcolare al variare di « il limite

iy SRE— 3 sin(2z)
07 (e —1)a

2. Data la funzione f(z) = V/sin? z determinare

e domf
e dire se essa & continua nel suo dominio
e studiare la derivabilitd di f nell’intervallo (-, 23

e classificare il punto z = 0 come punto di non derivabilita

3. Calcolare

e2z+2d
e 1 4"

SECONDA PARTE:

4. Sia A C R un insieme. Dare la definizione di estremo superiore di A4 e di massimo di A. Fornire
un esempio di insieme che ammette estremo superiore ma non massimo.
Data una funzione f : R — R strettamente crescente dire se e’ vero o falso che I'insieme
immagine im f ha estremo superiore uguale a +o00, motivando la risposta.

5. Spiegare le relazioni esistenti fra il concetto di continuita e derivabilitd, di una funzione in un
punto, fornendo teoremi o controesempi che spieghino le relazioni.
Motivando la risposta dire se ¢’ vera o falsa la seguente implicazione:
Data f : I C R — R due volte derivabile in I, tale che f’ & una funzione crescente. Allora f &
convessa.

6. Enunciare e dimostrare il primo teorema fondamentale del calcolo integrale.




27 giugno 2022

MATEMATICA (BIOTECNOLOGIE): 4 appello a.a. 2021-22 (compito
fatto in versione telematica)

RISULTATI

e Esercizio 1: Usiamo le formule della trigonometria e gli sviluppi di
Taylor:

sinz — § sin(2z) . sing — 32sinzcosx . sinz(l — cosz)

im = lim = lim e

a—0t (e — 1) a0+ (e — 1)« gm0t (eF — 1)
o +oo sea >3

_a(l—1+32%)  1/228 y

lim ———=—~ = lim =<{5 sea=3,
-0+ T z—0t %

0 sea< 3.

e Esercizio 2: Sia f(z) = Vsin®z = (sin®z)3. Allora:
— domf =R,
— f & continua del suo dominio.
— Con le regole di calcolo, per ogni = # kn, (k € N) si ha:

2sinx cosx 2sinxzcosx 2cosz

3¥sin'z  3sinzVsinz 3Vsinz

Per = 0 calcolo il limite del rapporto incrementale e uso Taylor:

@) -1O) _ Ytz _ et 1

1
f(z) = g(sin2 )3 12sinz cosz =

z—0 T z—0 T z—0 I z—0 x% '
Allora 1
"0) = lim — =
+( ) xl)l(r)l+ x% e
© 1
fL(0) = lim — = —o0



dunque z = 0 & un punto di cuspide. Dunque dom [’ |(_1 Ty =

R\ {0}
e Esercizio 3: Sostituisco e?* = ¢. Differenzando ambo i membri si ottiene

dt
2t’

> 42 t+2 dt 1 b4+2
I= | F——de=| —— =2 —Z_4t.
/e?t-w v /(t+4)2t 2/t(t+4)

Uso il metodo dei fratti semplici:

2edr =dt = dr=

da cuil

- 4A =9

t+2 A B _(A+B)t+4a A+B=1
tEt+4)  t  t+4 t{t+4)

da cui A = B =1/2. Si ha quindi

1 L+ 2 dt
1_2/“”4 ( / /mdt) 7 (ogt +log(t +4) +

411 (log €* + log(e*® + 4) +c) = 1 (2x + log(e* +4) + ¢)

Domande di teoria

4 A =[-1,3) & un insieme che ha sup m non ha max. L’affermazione
¢ falsa: basta considerare f(z) = arctanz che & una funzione stretta-
mente crescente su R ma tale che imf = (—%, 1), dunque sup(imf) =
5 < too

5 Se f &derivabile in zy, allora f ¢ continua in 2, ma non vale il viceversa.
Basta considerare f(x) = |z| che & continua in = 0 ma non ¢ derivabile
inz=0.

L’affermazione & VERA: infatti

[l ¢crescente & f'>0 < f &convessa.

(vedi i teoremi)



MATEMATICA 9 settembre 2022, 5 appello a.a. 2021-22

Tempo a disposizione 1 ora

1. Calcolare il limite )
lim (z + 3%)=.

r—+to00

2. Siano a,b € R. Data la funzione

e®4+2 sexr>0
) =1 4
>+axr+b sex <0,

determinare per quali valori di a e b il teorema di Lagrange & applicabile nell’intervallo [—1,1].

3. Determinare la soluzione del problema di Cauchy

Yy +2zxy=—z
y(0) = 0.

SECONDA PARTE:
4. Dare la definizione di funzione continua in un punto xg. Classificare i punti di non continuita.

5. Data una funzione f : I — R, con I C R intervallo reale, dire che cosa significa che f &
crescente, strettamente crescente, decrescente, strettamente decrescente in I. Per una funzione
nelle condizioni precedenti, motivando la risposta, dire se la seguente implicazione & vera o
falsa:

f derivabilein Ie f'(x) >0 VYrel = f strettamente crescente in/

Commentare infine la validitad (o meno) dell’implicazione inversa.

6. Dare la definizione di primitiva di una funzione. Enunciare e dimostrare il secondo teorema
fondamentale del calcolo integrale.




9 settembre 2022

MATEMATICA (BIOTECNOLOGIE): 5 appello a.a. 2021-22 (compito
fatto in versione telematica)

RISULTATI

o Esercizio 1: E’ una forma indeterminata del tipo co®. Passiamo alla
forma esponenziale:

i 1 . 1
lim (z+3%)% = lim ex'8@+3) = oL
T—+00 T—+00

Studiamo ’esponente:

1
L= lim E log(z 4+ 3%) = lim llog (3’(3% + 1)) = lim — (log 3* + log(% + 1)) -

T—+o00 I z—+00 I z—+00 I
lim Zzlog3+ ~log(-% +1) = log 3

— - — 10 — —

sreo g 00T 7 OBl 8

Il valore del limite di partenza & quindi e* = e!°8% = 3.

e Esercizio 2: Occorre che f € C([—1,1]) e f derivabile in (—1,1). Stu-
diamo la continuita in [—1, 1]. L’unico punto che potrebbe creare prob-
lemi & z = 0 (che & un punto d’accumulazione per l'insieme [—1,1]).
Essendo un punto di accumulazione di [-1,1], in tale punto possiamo
studiare la continuita usando il limite. Calcolo:

fO) =@+ az+b)mo=b= lim 2 +az+b

z—0—

lim f(z)= lim e +2=3.
z—0t z—0t
Dunque, f & continua in = 0 se e soltanto se

lim f(z)= lim 2 +az+b=f(0) < b=3.

z—0t z—0—



Per la derivabilita nell’intervallo (—1, 1), ancora I'unico punto che potrebbe
dare problemi & z = 0. Possiamo ragionare in due modi diversi.
Primo modo: calcolo
—e* sex>0
! ) =
fl) {3x2+a se z < 0.

Da cui,

lim f(z) = lim —e™®=—-1= f,(0), lLm f'(z) = lim 3z’+a =a = f.(0)
z—0+ z—0+ z—0— z—0—

e imponenedo che le due derivate destra e sinistra siano uguali otteni-

amo che a = —1.

Secondo modo: calcolo direttamente la derivata in z = 0 come limite

del rapporto incrementale. Osservo che f(0) = b= 3

H%M = lim M (1)
z to T z to0 X
Distinguiamo i due casi:
z—0t x z—0t z z—0+ T
e
— 73 ST 2

lim {2 =3 (=) =3) _ i Z 80438 lim catatanl) JIP £.(0)
z—0 X z—0 T z—0 T
Dunque

3  lim M & a=-1.

r to0 x

Dunque il teorema di Lagrange & applicabile in [—1,1] se e solo se
a=—1,b=3.

Esercizio 3: L’equazione differenziale & un’equazione del primo ordine
lineare a coefficienti continui. La soluzione si ottiene dalla seguente

formula
y(t) = e 4@ (c+ /eA(’”)b(x)dz>



dove A(z) = [a(x)dz = [2zdr = 2? b(z) = -z eceR. Si ha

y(z) = e~ (C+ /exz(—w)da?) = (c — %emz) =ce™® — %

Calcolo ¢ con la condizione iniziale del problema di Cauchy:

1 1
y0)=0 = 0—5—0 = c=3.
Da cui,
(@) =ge — 1
NE=35 g

Domande di teoria

9 L'implicazione & vera (vedi teorema di monotonia). L'implicazione in-
versa & falsa: basta considerare f(z) = 2®, funzione strettamente cres-
cente, ma f'(z) > 0 (in x = 0, si ha f(0) = 0) e non S'(z) > 0.



MATEMATICA 19 dicembre 2022, 6 appello a.a. 2021-22

Tempo a disposizione 1 ora

1. Calcolare il limite
cosx — 1

lim ———.
250 log(1 + 322)

z? sex € [-1,1]\ {0},

2. Si consideri la funzione f(x) = { 4 sez=0

Calcolare il dominio di f. Dire se la funzione ammette massimo e minimo assoluti oppure se
ammette estremo superiore o inferiore e eventualmente calcolarli. Ammette anche dei punti di
massimo relativo? Determinare poi l'insieme immagine.

3. Calcolare l'integrale I = ff o dz.

SECONDA PARTE:

4. Dare la definizione di funzione derivabile in un punto. Scrivere 'equazione della retta tangente
al grafico della funzione y = ¢3**2 nel punto di ascissa zy = 0.

5. Enunciare e dimostrare il teorema di Fermat.

I punti di max o minimo di una funzione sono sempre stazionari? Motivare la risposta.

6. Dare la definizione di primitiva di una funzione. Enunciare e dimostrare il secondo teorema
fondamentale del calcolo integrale.
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