Esercizi sugli integrali impropri

Esercizio 1. Studiare

,—d:ljo

Svolgimento: € un integrale improprio, in quanto

f(x) = , © € (1,2] ha una singolarita in 1:
x4 —1

, 1
lim = +00.

r—1t \/%4 —1

Osserviamo che f e positiva, quindi e possibile
applicare i criteri. Inoltre

1 1 1

-1 J@-DE2+1) Je-D)z+1)vVz2+1
Siccome lim,, .1+ vz +1=12e
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lim, .1+ V22 +1=1+/2 si ha
1 1 1

xd —1 N 2vx — 1

. L . . 2
Per il criterio del confronto asintotico f S S— Y
' 1 \/:c4—1

perz — 17.

converge se€ € solo se converge

21
I := dx.
/1 vr—1
Con il cambiamento di variabile z = x — 1, abbiamo
1
1
1 :/ —dz
0 VZ
\ . 1L 1
che & del tipo [, zz dz, con a = 3.
— < 1 = / —dz converge.

Quindi
dxr CONVERGE.

| 7=
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Esercizio 2. Studiare
1
1
/ !
o rsin(x)

Svolgimento: & un integrale improprio su (0, 1], con
una singolarita in 0, poiché

1
lim ——— = +o0.
z—0t T sin(x)

1

Zsin(z) e positiva, quindi possiamo

sm(:):) — 1,

La funzione © —

applicare i criteri. Ricordando che lim,_,q
abbiamo

1 1
——— ~ — perz— 07,
rsin(zr) «x
quindi per il criterio del confronto folxsin(x) dx

converge s€ € solo se converge

/ _dz.
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Ma

1
1
0o L

L |
/ dx DIVERGE.
0

x sin(x)

DIVERGE. Allora

Esercizio 3. Studiare

> cos(x)

= dzx.
0 V/(z—1)?

I

Svolgimento: la funzione integranda ha una
singolarita in z = 1: si ha

lim cos(x)

SN

= +00Q.

Siccome 1 €& un punto interno a (0,2), spezzo
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I'integrale:

_ (2 _cos(x) g _
= o e
fO 3CZ’;($1))2d z+ ] ;L(”C))Q dr =1 + Iy,

Dunque I converge se e solo se I; e Is convergono.

Osservo che:

flx) = % e positiva per x € (0,7/2) \ {1},
quindi in un intorno di 1, si possono usare i criteri per

studiare gli integrali di cui sopra. Si ha

cos(x) cos(1)

Ya—12  (@-1)p8

per x — 1,

quindi

_cos(z)
fo V12 dx converge se e solo se converge
X —

— Typeset by FoilTEX — 5



Ponendo z = (1 — x), si ha

/o1 (x —11)2/3 dr = /0 %1/3 (1) dz

/ ———=dz CONVERGENTE.

~2/3

2
o Irh=| cos@) _ 1 converge se e solo se converge
1 3/(13—1)2

21
dz.
/1(:1:—1)2/3 o

Ponendo z = (x — 1), si ha

/2—/3dz CONVERGENTE
0o <

Quindi

> cos(x)

Y (x—1)2

dr CONVERGE.
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Esercizio 4. Studiare al variaredi | o € R

I:/+OO arctan(z") Ir
o r%In(1+ 23)

Svolgimento: & integrale improprio sull'intervallo
aperto (0,4o00) (infatti la funzione integranda non
e definita in x = 0). L'integrale converge se e solo se

/1 arctan(z”)
dx converge e
o z%In(1 + z3)

/+O° arctan(z")
1

r*In(1 + x3)

dx converge.

Notare che la funzione integranda & positiva = OK i
criteri.

1. Per x — 0™: Ricordiamo gli sviluppi per y — 0:

arctan(y) =y +o(y), In(l+y)=y+o(y).
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Quindi

arctan(z’) z’ i

lim ~ = lim — = lim z
x—0t T 111(1 +x ) r—0+t % - x x—0t

Allora, se 4 —a > 0, cioe| a < 4 |, la funzione non

ha una singolarita in x = 0, e si ha integrabilita.

Per| o > 4 |la funzione ha una singolarita in x = 0,

e si ha

arctan(z”) 1

_|_
z*In(1 4 z3) ™ pema PErETT 0"

ST 1 arctan(z')
quindi |, o Tn (125 dr converge se e solo se

converge

o
—dr ~> convergeseesolosel a—4<1
o L

Quindi

/1 arctan(x")
o r¢In(1 4 x3)

dx converge se e solose| a < 5
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2. Per x — +o00: Siccome lim,_, . arctan(y) = 5 e
In(1+y) ~ In(y) per y — +o0, si ha

arctan(z”)

1 T

r®In(1 + z3)

[
. x%In(x)

Allora

/+°° arctan(z")
0

r®In(1 + x3)
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™ - In(x3) " 6a° In(x)

dx converge se e solo se a > 1.

dx converge se e solo se

a € (1,5) |




Esercizio 5. Studiare al variaredi| aa € R

I /O+°O (sinh(x))“ .

e3T — 1

Svolgimento: ¢& integrale improprio sull’intervallo
aperto (0,4o00) (infatti la funzione integranda non
e definita in x = 0). L'integrale converge se e solo se

dx converge e

/1 (sinh(x))®

e3T — 1

/+°° (sinh(z))®

63x

dx converge.

Notare che la funzione integranda € positiva = OK i
criterl.

1. Per z — 0T : Ricordiamo gli sviluppi per y — 0:

sinh(y) =y +o(y), e’=1+y+o(y).
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Quindi

inh & S |
lim (Sm (x)) = lim T = — lim x
r—0t+ e3T —1 r—0+ 3x 3 x—0t

Allora, se « — 1 > 0, cioe| a > 1 |, la funzione non

ha una singolarita in £ = 0 e si ha integrabilita.

Per| a < 1 |la funzione ha una singolarita in x = 0,
e si ha

(sinh(z))* 1 1

Ny —

e3T — 1 3xl—«o

per z — 07,

.. 1 (sinh(z))®
quindi |, (Sl(?gx@i) dx converge se e solo se converge

1

1

/ ——dx ~» convergeseesolose ]l —a <.
0 T

Quindi

dx converge se e solose| a >0 |
e3® — 1

/ ' (sinh(z))
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2. Per x — 400

Siccome sinh(z) = (e* —e™%)/2 ~ €”/2, si ha

(sinh(x))“ 1 e
63x 1 ~ 2—046@ per r — +00,

€

+00
/ el®=3)% dx converge se e solo se & — 3 < 0.
1

Allora

dx converge se e solo se | a € (0,3) |

e3T — 1

/+°° (sinh(z))®

Esercizio 6. Studiare al variaredi| § € R

dx.

_ (M2 (sin(2))" 2| In()|?
= /0 In(1 4 x3)
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Svolgimento: & una funz. positiva: ok i criteri.
Osserviamo che

(sin(z))*** = (sin(z))*sin(z)”
. 2 _xIn(sin(z 1
= (sin(z))2e” 6n@) vy e (0,51 :

1. Per z — 07: Ricordando che sin(x) ~ z e

In(1 + x3) ~ 23 per z — 07, si ha

(sin(x))* | In(z)|” pe” ) In(x))”

— (sin(x))

In(1 4 x3) In(1 4 x3)
x In(x) 1 B
~ 725 ‘3“(95)‘
x
1
z|In(z)|~F

dove abbiamo usato che

lim e®™(®) = ¢ =1 perché lim zIn(z) = 0.

x—07F x—07t
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1/2 (sin())"*?| In(2)|”
Allora | 1527 dx converge se e solo se

1/2 1
dx converge
o z|ln(z)|[~”

e questo e verose —f3 > 1, cioe | B < —1 |.

Esercizio 7. Studiare al variaredi| a € R

+00 . 2
I :/ sinh(z~) Ir
0

Svolgimento: & integrale improprio sull'intervallo
aperto (0,4o00) (infatti la funzione integranda non
e definita in x = 0). L'integrale converge se e solo se

' sinh(z?)
| alere) gal? dx converge e

/+°° sinh(z?)
1

ea(:v2—|—:v)xoz/2

dx converge.
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La funzione integranda e positiva = OK i criteri.

1. Per 2 — 0t si ha e*@+%) 5 1 Ricordando
sinh(y) ~ y per y — 0, concludiamo che

sinh(x?) 1
ec(x?4x) pa/2 ~ /2 pa/2-2

sinh(z?) d
T
ea(xQ—l—:c)xa/Q

. . . . . 1
quindi per il criterio del confronto |,
converge se e solo se

Lo
/ dx converge
0 ro/2—2

quindi se e solo se %—2 <1, cioe| a<b6 |

2. Per x — +4o00: Ricordo che sinh(y) ~ e¥/2 per

— Typeset by Foil TEX — 15



1 2

y — 400 , dunque sinh(z?) ~ 5e*", quindi
sinh(x?) e
eo(z241) pcr /2 Qec(r?4x) pa/2
1

Qec(r?4r)—x2 o /2 -

1
o 26(a—1)x2+amxa/2

Per lo studio di

00 1
/1 e(a—l)x2—|—owxoz/2 dx

distinguiamoicasia <1, a=1, a > 1:

(a) a > 1: nel denominatore ho

2 N2 N2
6(oz 1)x -|—o¢:vxoz/2N€(oc 1)x CEQ/QN (a—1)x

ela=Dz* - .8 VB eR

— Typeset by Foil TEX — 16



da cui

1 1
e < s PR

In particolare (poiché vale V5 € R)

1 . 1
e(a—l)xQ 2
e
+00 1
/ —2dx CONVERGE.
1 T
Quindi, per il criterio del confronto si ha

convergenza per | a > 1 |

(b) a = 1: I'integrale diventa

+00
1
/1 eTrl/2 dx

che converge perché su (1,400) si ha e* > 2
per ogni S € R, quindi

1 I |
eTpl/2 < wBrl/2  pB+1/2

Vo eR
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e dunque, in particolare per 5 = 2 si ha

1 1 B 1
eTyl/2 < r24+1/2  23/2

7372

+o0 1
/ ——dx CONVERGE.
1

Quindi si ha convergenza per| a =1 |.
(c) a < 1: siha

+00 +00 (1—04)9[:2
1 e
/1 e(a—l)xQ—i—a:cxa/Z dx = A eaT pou/2 dx

con (1 —a > 0). Vale

(1—a)z?
e~ x

+00
/ e(l—a)z 7. DIVERGE
1

da cui concludiamo con il criterio del confronto
che si ha divergenza per| a <1 |
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Allora

ea(:c2+ac)moz/2

/+OO sinh(z?)
1

Dunque:

per z — 0% si ha convergenza per oo < 6

per x — 400 si ha convergenza per a > 1

Concludiamo che su (0, +00)

si ha convergenza per 1 < a < 6.
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Esercizio 8. Calcolare

400 1
dz.
/_ cosh(2x) !

o

Svolgimento:

1. verifichiamo |'integrabilita in senso improprio:

0 “+o0
/ ! dx e / ! dx convergono
€T T Convergono.
~ cosh(2x) o  cosh(2x) &

o cosh(2z) = (e** + e7%%)/2,
per x — —+00: cosh(2x) ~ e2* /2 da cui

1 2

S ———

cosh(2z) e2*

Siccome su (0,+00) si ha e2* > zP per ogni

£ € R, si ha
2 2
5 < 5 Vo e (0,400) V3 € R,
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Quindi

+00
2
—- dx converge.
e X
0

Quindi

+00 1
/ dx converge.
o  cosh(2x)

e Siccome cosh(2x) & pari, si ha

° 1 |
dr = i d
/ ~ cosh(2x) S _.cosh(2x) !

© 1
= lim dz
c—+oo [, cosh(2x)

+00 1
= / dr < +oo
o  cosh(2x)

quindi anche I'integrale su (—o0,0) converge.

2. Usando

e 41

h(2 — (2T —2x 2 —
cosh(2x) = (e“* + e **)/ 55
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abbiamo

1

400 1 ~+o00
dx = 2
/_oo cosh(2z) ! /0 cosh(2z)

= 2 lim / ! dzx.
c—+oo [y cosh(2x)

Calcolo
c 1
lim dx
c—+oo [y cosh(2x)
C 2 2x
= lim € dx

c—+oo [, edr 41

2c

(4
. 1
= lim
c—+oo [y t2 4+ 1
620
= Cginoo larctan(t)];

o . 2c\
_Cginoo(arctan(e ) — arctan(1))
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dr =

N

INE
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Allora

+00 1 +00
/ dr = 2/ ! do = —.
_oo cosh(2x) o  cosh(2x) 2

oo

Esercizio 9. Studiare al variare di| vy € R

1/2 ~
7 / | log(z)["
0

7

Svolgimento: f & positiva e ha una possibile
singolarita in x = 0. Osservo che

1
T = sl

1 :
x| log(z)|P"

: : .. 1/2
e ricordo il carattere dell'integrale fo/
converge se

a<l,VBER o a=1,V3 > 1.
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Allora I converge se e solo se
oy<1l o doy=1,—v>1
Osservo che il sistema
Sy=1,—y>1

non ha soluzione, dunque

I converge se e solose| v < = |

— Typeset by Foil TEX — 24



Esercizio 10. Studiare

T log(3 + sin(x))

dx.
1 v/x® + 23 + log(z)

[ =

Svolgimento: f & positiva perché 3+sin(z) > 3—1 =
2, e log(2) > 0; f non ha “singolarita al finito”. Si ha
per r — +00

log(3 + sin(x)) log(3 + sin(x))
V/x® + 23 + log(z) x5/4 .

Quindi studio il carattere di f;roo log(‘?;s/zn(x)) dx: si ha

log(3 +sin(x)) <log(4) VxeR

T og(4
°8(4) 1 CONVERGENTE.
) 5/4

Quindi l'integrale converge.
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Esercizio 11. Studiare

+o0 -2 (1
I:/ > <x) dzx.
1 e(

COS(:IZ‘)—%) _ ecos(z)

Svolgimento: Si ha

sin? (é)
plcos(@)=3) _ cos(x)
sin? (%)
0cos(z) o—3 _ pcos(x)
sin? (%)

ecos(T) (6_% _ 1)

Poiché x > 1, si ha —% < 0 quindi et < 1. Allora f
e negativa. Studio la convergenza di

/ @) de = / () de = / " (S)Ii(j)) i

e applico criteri per funzioni positive. Non ci sono
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singolarita "al finito”, e si ha

()~ ()
sin” | — | ~ | — per r — 400,
T T

1 1

1
l—eo~—(——)=— perz— +o0,
T

X

1

x

(cambiamento di variabile z =
Quindi per x — +00

.21 1)2
’f(:l?)| _ ST (E) - (E)
ecos(g;)(l o 6_%) 6(:os(x)%
B 1
o Tecos(z)
e
+0o0 1
/ dx diverge
) Tecos(T)
Infatti
cost < 1= %% < ¢!
da cui

1 1

1

ajecos(x) — re
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X

o0 1
/ —dxr DIVERGE.
1

Allora ffLOO | f(x)|dx diverge a +o00, quindi

/JFOO sin? (%) d /—I—oo‘f( )|d
r= — )|ldr = —o0.
1 e(cos(x)—%) _ ecos(w) 1
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