Integrali tripl

Esercizio 4

Calcolare

I = //T(:I: + z) dzdydz,

ove T e il tetraedro
T={(zy2)€R’: 2>0,y>0, 220, c+y+=2z<1}.

Passo 1: interpretiamo 7' come dominio nor-
male rispetto al piano zy:

e esplicito i vincoli su z:

z>0
z2<1l—xz—y

e trovo D imponendo che 1 —xz —y > O:
D={(z,y) €R*: 2>0, y>0, z+y <1}



Passo 2: applico la formula di riduzione per fili

I = //D </Ol_x—y(:c + z) dz) dzdy

—- //D [ (CCH,%,ZP} :z;—w—y dxdy

= %//D ((1 — )% — a:2> dzxdy

Passo 3: osservo che D C R?2 & dominio nor-

male risp. all’asse x:

1 1 l—z 2— 5
! ’2‘/0 </o o) Mdy) o
! > 2 5 1
/o <—£13 —|—§93 +§> o

1
Esercizio: ritrovare il risultato usando la for-
mula di riduzione per strati per calcolare I!

N[ =



Integrali tripli

Esercizio 5

Calcolare

IZ///T:BSy?’zd:cdydz,

ove T' € il dominio
T={(w,y,z)ER3: 0<z<1, 0<y<uz, ngga:y}.

Chiaramente T° € dominio normale rispetto al
piano xy:

( (z,y) eD={(z,y) eR? : 0<x <1,
0<y<ux}




Applico la formula di riduzione per fili

i = //D (/Oxy :U5y3z dz> dxdy
= /01 (/0333353;3 (/Oxyzdz> dy> dzx
== %/Ol (/Ox a35y3(:cy)2dy) dx
L ([

1 1 1
= ——/ 51313 dxr = ——.
12 J0 168



Integrali tripli

Esercizio 7

Calcolare
IZ/// z dxdydz,
- (]
con
2 2 2
_ 3. % Yy <
T—{(az,y,z)ER . ?+b2+02—1§0, ZZO}

date a, b, ¢ > 0.

T: porzione di ellissoide solido nel semi-spazio
{z > 0}.

T & normale rispetto al piano xy, cioé:
T={(z,y,2) : (z,y) €D, a(z,y) <z < B(z,y)}

e Vvincoli su z:

z>0

2TV ©O§Z§C¢1—a2_b2
2 =7 g2 2




- yz
e trovo D imponendo 1 — 5 — >0
a b2
2 2
. L Y
— {(:B,y) c R? S+ 5 < 1}

Riduzione per fili

2 2
c\/I—L—y—
I://D /O a® b L4y dzdy

— 2 // ( 2) dzdy

Calcolo l'integrale doppio passando alle coor-
dinate polari “ellittiche”

x = ap cos(V), J(p,0) = abp
y = bpsin(¥), D — D =10,1] x [0, 27]






Integrali tripli

Esercizio 8

Calcolare

J=/// dzdydz,
% dedydz

ove T é il solido delimitato dalla superficie conica

h2
22 = —2—($2 —I_ y2>7 h7 a > O)
Qa

e dai piani z =0, z = h.

T & dominio normale rispetto all’asse z:
0 < z<h,

(z,9) € . = {(z,y) € R? : 22+ y2 < 222}

N.B. T & il disco chiuso di centro (0,0) e raggio r = 7z.



Uso la formula di riduzione per strati

- ()

h
:/o z-area(Ty)dz

—/ : <7T—Z > dz = —a2h2.
4



Integrali tripli

Esercizio 10

Calcolare

I = // (/ L (42442) exp(22) dz) dzdy

— {(az,y) eR? . 2+ 4° §4}.

ove

e La primitiva della funzione z — exp(z2) non
e una funzione elementare,

2
impossibile calcolare /1 212y exp(z?) dz
1224y

e Calcolo I cambiando |'ordine di integrazione.

I = /.//T exp(2z?) dzdydz,

1
={(x,y,z)eR3 22 +y? < 4, §(w2+y2>§z32}

con



T & intersezione fra
e il cilindro solido retto infinito, di base z2 + y? < 4,

e e il volume racchiuso dal paraboloide (z? +y?) = z.

Di fatto
T: 0<2<2, (z°+9%) <z

e un dominio normale rispetto all'asse z.

e Calcolo I integrando per strati

F = /02 (//w2+y2§2z} exp(2?) dxdy) dz

2
— /O exp(2?) - area({azQ + 42 < 2z})dz
=T /2 22 exp(2?) dz
0

= [exp(z?)]. = m(e* — 1).



Integrali tripli

Esercizio (scritto 11 gennaio 2006)

Calcolare I = /// = drdydz , dove E
E 14 2?4 y2
e la zona del semispazio z > 0 determinata

dall'intersezione del cilindro z2+y2 = 1 e della
semisfera z = \/2 — 22—y,

Si trova:
B={@uy2: 22 +2<1, 02222242},

Si osserva che:

($,’y,2)€E ~ (—fC,y,Z)GE,
si ha:

XL
e posto f(z,y,z) = 1+ 22 4 42

f(—a:,y, Z) — _f(x7y7 Z) :
Allora I = 0.



Integrali tripli

Esercizio (scritto 17 dicembre 2007)

Calcolare l'integrale triplo

IZ/// wzzdmdydz,
%4

dove V e la regione di spazio delimitata dal
cilindro parabolico y = 3—z2 e dai piani y = 0,
z=0ez=1. |

e IV & normale rispetto all’'asse z:

V={(z,y,2) : z€[0,1], (z,y) € V2},

V,=D={(zy): —vV3<2<+v3,0<y<3-22}.



e Riduzione rispetto all’asse z:

L 2 L 2
I:-/ (// & zda:dy) dz-:—/ z(// x dxdy) dz
0 D 0 D
1 1
=/ zdz// xdedyZ—// xzdazdy
0 D 2JJD

- 2 +
—//D+az dedy, DT :=Dn{z>0}.

e Riduzione rispetto ad z dell'int. doppio

//D+ 72 drdy = /O\/§ (/(J3_m2 72 dy> dx

51V3
:/O\/é-ajz(3—:c2)dx= {:U?’—C—U—} %



Integrali tripli

Esercizio (scritto 13 gennaio 2010)

Calcolare il volume del solido

1 2
V={(:c,y,z)€]R31 E(xQ—y2>§ZS3—w_'—y2} .

e Si calcola

72 y2 2 2 . ’y2
= TTFE3-T- < Ftesl
Quindi V & normale rispetto al piano zy:
(z,y) € D, }
V=1(=,9,2): 2 ;
{ (22 —y?) <2<3-% —y?



o VOI(V) = //Vda:dydz. Riduzione rispetto al
piano xy:

Vol(V) = // (/3___ )dxdy
=//D3—w2—§dmdy

e Coordinate polari ellittiche:

z = v/3pcos(¥), J(p,9) = v/3vV6p
y = v6psin(d), D — D =1[0,1] x [0, 27]

y2
// 3—x2——da:dy
D 2

— //5(3 — 3p2 cos?(9) — 3p?sin?(9))V3V6p dpd

= 3\/§\/€/01(1 — p?)pdp /027r

_ (1-p»%" _9
= 18\/§7T [— 4 :lo —_— -2—\/57'('



Integrali tripli
Richiami di teoria

Formula per il cambiamento di variabili:

fjfff(x, Yy, Z) drdydz =

fgff(wl(u7 v, ’U.)), 902('“7 v, w); 903('&, v, w))lJ(U, U, ’U))| dudvdw,

con
B S — T, diclasse C! e biiettiva

?(’LL,’U,’LU) — (gol(u,v,w),g@(u,v,w),wg(u,v,w))
e con

- Oy Oy Oy
ou ov ow

. 0 0 0
J(u,v,w) = det | =2 2 22 | #0

Ops Ops  Ops
L Ju ov ow 4




Integrali tripli — Richiami di teoria

Coordinate polari sferiche

(2 = pcos(¥) sin(e)
Ty = psin(¥) sin(¢)
|2 = pcos(9)

p € [0,400), ¢ € [0,7], ¥ € [0,27n]
Si calcola
J = p?sin(¢) = dzdydz — p?sin(¢) dpdpdyd
Quindi

/// f(z,y,2) dzdydz
T

— / / F(pcos(#) sin(e), psin(¥) sin(e), p cos(#))p? sin(¢) dpddd
T

e Il passaggio alle coordinate sferiche € conveniente se

sia nell’espressione di i,
sia nell’espressione di T,
compaiono espressioni con
22 4+ y%2 + 22 (in coordinate sferiche — p?)



Integrali tripli
Esercizio 1

Calcolare

I=///T\/I_z'|d:vdydz

ove T & la porzione di sfera (solida) nel primo
ottante

T={(z,y,2) 1 220, y>0, 220, 2°+y° 42 <1

Passaggio a coordinate sferiche:
(x = pcos(¥) sin(e)

y = psin(4?) sin(¢)
|z = pcos(¢)

7\

J(p, 9, ¢) = p?sin(e)

T » T={(p0¢): pelo1], ¢c[0E], ve0F



Quindi
1= [[].p*?Icos(9)"/?0? sin(¢) dpdga

:///Tpf’/Qcos(qb)l/Qsin(gb) dpdpdy
_ [t 52 1/2 ¢
_ /O 0 ( //[OJ/Q]X[O’W/Q] cos() sun(qﬁ)dngdz?) de

_ (/Oﬂ/zld"&) </O7r/2 COS(¢>1/zsin(¢)d¢> (/01p5/2d

_2 72 32]% _ 2
7 2 { 3(COS(¢)) ]o

21



Integrali tripli

Esercizio 2

Calcolare il volume del solido T racchiuso
dall’ellissoide

con a, b, c > 0.

Quindi

2 2 2
T
T=1{(z,9,2) ER®: S+ 5+5<1
a C

vol(T) = //T 1 dxdydz.

La geometria del dominio suggerisce il passag-
gio alle coordinate “sferiche generalizzate”

(2 = apcos(?) sin(¢)

y = bpsin(¥) sin(¢)

|z = cpCcos(¢)

7\

T =T ={(p,9¢): pel0,1], ¢ €[0,n], ¥ €[0,27]



Si calcola

J(p,9,$) = abcp® sin(¢)

Quindi
= 2 g dpdpdd
¥olLT) ///[O,l]x[o,w]x[o,er] abep”sing) dpde

=abc</027r1d19> - (/Opodp> - (/Owsin(qb)dqb)

4

— —mabec.
3

N.B. Per a=b=c =1, l'ellissoide si riduce a
una superficie sferica, quindi T' & la sfera (soli-
da) di centro (0,0,0) e raggio 1.

Ritrovo che il volume della sfera e %w.



Integrali tripli — Richiami di teoria

Coordinate polari cilindriche

(z = pcos(¥)
Jy = psin(Y)
Z = Z

\

p € [0,400), ¥ €[0,27], z€ R
Si calcola
J=p = dxdydz — pdpdddz
Quindi

// f(z,y,z)dzdydz = /// f(pcos(¥), psin(), z)pdpdidz
T T

e Passaggio alle coordinate cilindriche conveniente se

nell’espressione di f,
e/o
nell’espressione di T,
compaiono espressioni con

2 4+ y? (in coordinate cilindriche — p?)



Integrali tripli

Esercizio 5

Calcolare

2
dzdyd
/]| #? dadyaz

con

T:{(m,y,z)€R3: z > 0, a22—|—y2—|—1§z2§4}

Passaggio a coordinate cilindriche

(x = pcos(®)

: J(p,¥,z) =
§y = psin() T T) P
z==z

T si trasforma in

(,02—|—1§22:>z221

NAY

~h
N
N
AN
IN

{19 c [0,2n], z € [1,
<~

0< p<y/z2—1




Quindi
7= {(pﬂ?,z) (8,2) €D, 0< p< \/zQ—l} ,

con D = [0,2x] x [1,2], € dominio normale
rispetto al “piano ¥z Allora

e ///j;pQ cos2(19)p dp didz

Vz2-1
= //[O ol x[L.2] </O p3cos?(9) dp | dddz

47V 22—1
= / / cos? () [p—}
[0,27] x[1,2] 4

_ 1 . 2 1\2
— 4//[07%]”1,2] cos“(9¥)(z° — 1)“dddz

/27r cos? () dﬁ) </12(z4 +1-—22%) dz)

T [2° 223 2 19
— 4 z—-—] = —m.
415 1 30

dddz
0

3



Integrali tripli

Esercizio 11

Calcolare
I = //T(g;Q + 2) dzdydz
dove

T:{(az,y,z)ER?’ : x2—|—y2<z<4}.

Il termine z2 —|—y2 in 7" suggerisce |'uso delle
coordinate cilindriche:

(2 = pcos(®)
Sy = psin()
\Z =z

¥ € [0,27], 0 <z < 4,

~

T — T
pPP<z & 0<p</z



N.B.: T normale “rispetto al piano 9¥z" Quindi

I = ///T (p? cos?(9) + z) pdpdvdz = I1 + I

e Calcolo di I7 e I». Riduzione per fili in p

I, = /// 13 cos2(9) dpdidz
—//0 eiod cos2(9) (/\F 3dp> dod>

o4 vz
= // cos?(¥9) [—] dzdd
[0,27] x[0,4] 4 0

2
= // cos? (19)2— dzdd
[0,27] x[0,4] 4

_/chosz(ﬁ)df}/ —dz

. /QW 1+ cos(%‘)dﬁl 16
B 2 3 3




IQ':///szdpdz?dz
Jz
- //[0,27r]><[0,4]z </o pdp) dvdz

2 A 4
:// i—dq?dz=27r/ ¥ 4= 2t
[0,271'] X [0,4] 2

0 2 3
Quindi

80
I=I+h=—m



Integrali tripli

Esercizio 12

Calcolare il volume del solido T definito da

T={<way,z> : 1—ﬁ2+y2§z§.1—<w2+y2>}

Si calcola:

1— /a2 +142 <2 <1- (2% +12)

= 2242 < a2 42

= 22 +42 <1

Quindi:
, (z,y) € D \
T =1 (z,9,2) : >
\ 1_\/$2+92§Z§1—(332+92);
e

D={(z,y) eR?: z°+y*> <1}



e Coordinate cilindriche

(2 = pcos(¥)
{y = psin(Y) J(p,9,2) =p
\Z =z

T —>T=<(p,9,2):
1-p<z<1—p?

normale rispetto al " piano p¥"

vO|(T)=///T 1dzdydz
2
_ //[0,1]><[O,27r] ( /1 1_; pdz> dpdd

— 1—p—1-4 p?
//[O,l]x[O,Qw] g P +p7) dpd?

— dz?/ 2_ 3Ydp=1
/O O(p p~)dp -



